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L’article definit les encoignures comme ideaux d’un dem;-diedre entier ordonne et indique un 
mode de denombrement des extensions lineaires d’une eccoignure dol:nee a I‘aide d’une 
somme alternee de produits de nombres trinomiaux. Le resultat central constitue une 
generalisation substantielle de resultats anterieurs connus et est lui-meme le point de depart de 
genCraJisations a certains ensembles ordonnes plus complexes. 
Corners are defined as ideals of an ordered integer half-dihedron: the paper develops a 
method of enumeration of the linear extensions of a given corner by means of an alternating 
sum of products of trinomials. The main result substantially generalizes previously known 
results and is by itself the starting point of generalizations to some further ordered sets. 
1. Definition et d&&nation des encoignures 
Appelons “demi-d%dre ntier ordontk” l’ensemble 9 form6 de tous les points 
M = (x, y, z; de N’ tels que xy = 0, et convetlons que (x , y’, t’)s(x, y, z) si et 
seutement si I’on a $ la fois x’s x, y’G y et 2’ G 2, Nous appekrons encoignure 
tout ideal fini de 31, c’est-h-dire toute partie fhie E3 de 3 telle que 
L’objet essentie1 du prhent travsiil est de dsnncr un mode de ct~leul du nombre 
d‘extensions linhires d’une eneoignure dwWk, 
Pour dbsigner une encsignura, nous utiliserons la twtatisn B = (II ; X, Y), oia k 
ezjt un cntier positif (awuf dmsr le etlt~ trivirrl dc I’eneoigmwa vidc, pour laywIle 
Ir = 0) ct X ct Y sent dcux Nuifes dc Young X = (x, xe a 1 8 x1, ) ct h” = 
(YI y, a 9 a y,,), c’cst4-dire dcux suites dc It cntier# tcllcs que 
tl wra appel6 le “volume” de I’encoipnurc E, h sa “ha~t~~r*‘, 
Les &&mcnts de k? appartienncnt aux 211 -t 1 famillcs &up&s: 
(1) la famillc dcs h &hxnts 0’ 0’ * m * 0” pour lesquels x = y = 0, avcc 
27’) 
(2) h famill’es d’elcments A i. avcc i E ( 1,2, . . . , h] et k E { I,& . . . , xi} pour 
lcsyuels x = k et y = 0; on a 
A,: $A;, H iSi’ et ksk’. 
(3) h famillcs d’elements BL, avec j E { 1,2, . . , , h} et k E (1,2, . . . , xi), pour 
lesquels x =0 ct y = k; on a 
fJ: s @I H p=j’ et kai’, 
De plus un clement A et un element B quelconques sont incomparables et I’on 
a 
I)’ < A; H id, 
0’ c Bc H psi’. 
La Fig. 1 rcprescntc I’encoignue (4; 3220, 2 l(M)), de I .>lume 14 ou plus 
cxactemcnt son “graphe de couverture”. 
Lcs cncoignurcs sont des cas particuliers d’cnscmbles partiellement ordonnes 
dc dimension 3 (sur la notion de dimension, cf. 121). qui ont .;+e consider& par 
plusicurs auteurs sous diffcrents noms: partitions planes .; ,S, I I), solides 
normaux (cf. [4]j. Nous avions en particulier, dans 143 reservk le nom d’encoig- 
nurc au cas special ok avcc Its notations introduites ici, les termes des suites X et 
Y sent tous cgaux a 1 ou a 0, et nous avions propose le nom d’ “encoignurcs 
pcncralisees” pour cc que nous appclons ici encoignures (tout court). 
Lc probleme de la rccherche du nombrc d’extcnsioqs lincaires d’une partition 
Fig. I. 
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plane donnke, c’est-&dire du nombre d’ordres totaux compatibles avec I’ordre 
partiel que d6finit cette partition plane, est consid&+ comme un problkme 
spkialement difficile (cf. [7]). 
Cependant, pour une classe particuli&=e d’encoignures, le probkme est tout ti 
fait classique: il s’agit des encoignures (h ; X, 0) ou (h ; 0, Y). En effet I’encoignure 
(h ; X, 0) est entikement define par la suite de Young B h termes positifs de 
somme n, 
(x,+l,x:!+l,...,x,,-el). 
La solution, c’est-h-dire le nombre cp(h; X, 0) d’ordres compatibles, est alors 
don&e par I’expression de Young [S], 




(x, + h)! (x2-r h - 1): l ’ l (Xl, + l)! 
ou par la c&bre rkgle des “longl ,urs d’kquerre” de 
2. Qhombrements des encoignures 
Frame-Robinson-Thrall[3]. 
CommenCons, B titre un peu accessoire, par denombrer Izs encoignures dont on 
se donne soit le volume IZ et la hauteur h, soit le volume n seul. 
II est bien wnnu que les suites de Young X n’ayant pas plus de h termes 
positifs et pour lesquelles C Xi =I: a sont cn nombre &al au coefficient de t” dans le 
d6veloppcment de la fonction gtinkatrice 
Si I’on s’imposc, outre le nombre maximum h de termes non nuls de X et Y, 
non plus la somme a des termes x, de X, mais la somme n - h = a + P, des termes 
Xi de X et des termes y, de Y, on voit par convolution que Ie nombre e!: 
d’cncoip;nures dzvolume n et dc hauteur h est le coefficient de t” ” dans [w,,(t)]“, 
ou cnccrrc Ic coefficient de t” dans f”[w,, (f)]‘. Comme on a 
o,,(r) = o,, ,(t>(l -I”) ‘, 
on a 
P[o,,(t)]‘= t” ’ [to,, ,(l)]’ * (t + 2t” ’ ’ t 3P” ’ ’ f4P” ’ ’ + l * *); 
d’oir il r6sultc quc 
ia sommation se poursuivant ant que I’argumc nt du bas demeure a+h - 1. 
Bicn entendu si h = 1, Ie couple de suites (X, Y) kduites chacune & un seul 
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terme est (n - 1, O), ou (n - - 2, l), . . . , ou (0, II - 1 ), d’ok e! = ~1; on peut ainsi 
former de proche en proche les colonnes successives du Tableau 1. 
Tahlcau 1 
41: It = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 e,, 
rt=o I 
1 0 i .. 
2 0 2 1 
3’0 3 2 1 
4 0 4 5 2 1 
s 0 5 8 5 2 1 
(3 0 6 14 10 s 2 
7 0 7 2cs 1x 10 5 







2 1 63 
5 2 I 106 
La somme e, de la ligne n de ce tableau est Ie nombre total d’encoignures de 
4ume n; sa fonction generatrice st 
, % 
c e,,t" = f P[w,,(?)]~ tt 0 I1 -0 
On peut en outre observer que les fins de ligne se stabilisent pour h s [in]; il est 
facile de montrer que les nombres 1 2 5 10 20 * l l qui apparaissent ainsi, et qui 
sont notamment mention& dans [6], ont pour fonction generatrice 
w(t)= fi (1-P) -2. 
Ir I 
b- Henwques alg&riques priWninaire5 
Avant d’indiquer la formule qui resume un mode de calcul possible du nombre 
rpllt * X, Y) d’extensions lineaires d’une encoignure f3 = (h; X, Y), quelques rem 
11. I~-~UCS algebriques nous sont n6cessaircs. 
( onsiddrons deux wites illimitCes CJ et V de variables nun.&riques et appelons 
EJI, et VI, les suites firties obtenues en ne rctenant de U et de V que les h 
premiers termes. Nous utiliserons aussi la notation U,, - 1, pour d&signer la suite 
obtcnue a partir de I:/,, en remplacant u1 pw u1 - 1 sans rien chang::r aux autres 
termes. Nous utiliserons en outre constamtnent la notation de Vandermonde 
(U),‘.U(U-l).“(U -i-t-l). 
A titrc ahreviatif :IOUS introduirons egalerwnt les symboles 
s,, = u 1 -t- l.42 + * ’ ’ =+ Ul,r T,, =u,ft.$+* * *+I.+,, 
fi, =I s,, 4” Tj, - h2 
et 1 ous nous interesserons B la suite des fractions rationnelles &RI& * * *RI., a * * 
Extensions iineaires 283 
definies comme suit: I?,, = 1, 
R,Wb V,) = u ::“‘_ 1 9 
1 1 
et plus generalement 
Rh(Uh, K,)= Rh_#Jh__,, I$_,) ’ (U*yhJh 
h 
(h),h),b,),(~,), ’ l ’ h,)h(vh)h = 
F,F2 l l l Fh 
. 
Etablissons a leur sujet le lemme suivant: 
(1) 
Ce 
i Ui&(~,-li~ Vdt)+ i oj&(u~, v,,-lj)=(Uh)h(vh)hRh-I(~,~- 1, vh- 1) 
i-l j=l 
= &R&h,, v,)* (2) 
lemme signifie, pour Cz = 1, que 





ce qui se verifie immediatement. Nous le demontrerons par recurrence sur h, en le 
supposant etabli jusqu’a h - 1. 
Pour calculer le premier membre de (2) nous calculerons eparement, dans 
chacune des dew sommes de h termes, la somme des h - 1 premiers termes et le 
dernier terme. Par suite de (1) et compte tenu de la definition de I$,, on a 
et 
b’hhhh “c’ v R _ (u 
F 1 1 h 1 
V _ _ 1 ) 
hI* hl I’ 
h - 1 -- I 
En additionnant membre a membre et en tenant compte de l’hypothese de 
recurrence, on trouve 
II 1 II I 
c u,R,,(U,, - 11, v&=+ c V,&,(UV VI - 1,)== 
1 ,- I I I 
h,h,hlh, 
= fl,-I ’ (u,, -,)I,- I(&-- lh-I&,-*NJ,,--29 VI 2) 
(u,, )h (vh , 
zz 
fi, - 1 
’ &,(u,,- 1, v,-,) * 6,--i@ (3) 
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Les tcrmes flu premier membrc i&Z (2) qui rcstcnt h ajouter sont 
4, &I ( u, - 1 I,, v,, 1+ U,,H,,( L’,,, v,, -- 1 I, 1 = 
LC num&Neur de cettc dernikre fraction pcut s’6crire ( y, ),, (y, )&4,, - h + 111, - 
h ): on a done 
ll,,R,,( u,, -- 1 I,* v,, I+ o,,&W,,* v,, - M = 
(4) 
La sonimc des expressions (3) et (4) f;lit ainsi intervenir, aux facteurs comniuns 
prirs. lrr wmme 
h, I t (N,, t Ul, i 211) 3 S,, , 4- 4;, , = (h - l)? 9 u/, -t= WI, - 211 
:? I(;,, + 7;, _ h 2 5_ 1 z 6, i_ 1 . 
qui est prkis6mcnt le dhomiiiirteur wmmun de (3) ct (4). LA: prenricr membre 
de (2) cst tlonc hlcmciit dg:rl ;i (u,, ),, (q, ),, * RI, ,( U,, I q VI, , ), cc qui ackhe 
J’~ti~hlir lc Iemme 12), 
Notc)iis que cc’ Iemme n’est pas applicable wet ties doniides iiuni6riqucs pour 
lcsr~uelles certains des dhominateurs s’;rnnulent ce qui wrivc p;tr exemple dim le 
cils particulicr ob u 1 =: 01 = 1 t En cffct R,,W,, - 1 1, V,,) et R,,W,,, v,, _ 1 I) n’ont 
alors pas de scns, 
C’cpc ndan t la sommc 
0 u,,, v,,, = u,R,,W,, - 11, V,,)+uJ?,,W,,* v,, - 11) 
conscrvc un scns, et I”on vb%ie fwilement qu”ellc pcut se mettre sous la forme 
8(1/1,,v,,)=u~u,u,u~’ ” U/,U~, ’ 
(u2- U,(Uf- l), * l ’ (u,, - 01, Au,, - lh, I 
Wr, - l)&- 1)’ * ’ (6, - 1) 
9 
(5) 
qui pious w-a utile par la suite. Dans cc cas le lemme (2) prendra la forme 
i I~,R,,(~JI, - l,,V,,)+ i u,R,,(U,,, VI, _ li)i= F,,&(U,,, V,,)-fl(v,,* Vi,)* 
: ,’ I I 
i@ 
4. Le treillis des enccrigwres 
L’cwcmblc de toutcs les cncoignures, comr,;e tout ensemble form6 par les 
idCaL;, Y d’un ordrc partiel donnk, forme un treilris IE ordonnh par inclusion, qui 3 
four cltimcnt minimal I’encoignure vide IO. hous dirons que, dans IE, E’ est 
ant&&dent de E (E’ ant. E) si E’c E et si le volume de E d6passe d’une unit6 
celui de E’. Le langage employ6 est !CT meme quc dans le treillis de Young 141. 
Pour humher toutes les encoignures E’ ant&%dentes d’une errcoignure 
donnbe E = (h ; X, Y), il faut considher deux cas, 
Zer cas, x1, + yI, Xl, La liste des E’ s’obtient en juxtaposant la liste des 
(h; X’, Y) pour lcsquelles X’ est unc suite de Young anthkdente de X et la liste 
des (h ; X, Y’) pour lesquelles Y’ est une suite de Young antkddente de Y, 
2dme cc1s. XI, = y,, = 0, II faut dans ce cas compl6ter la liste d&rite ci-cksw par 
I”cncoignure suppl&mentaire (h - 1: X, Y), &ant cntendu que X dCsigne 
indiflikemmcnt lhne ou l’autre des suites de Young (x, L * e a xh_ I (1) ou 
(Xl e * 0 xl, 1 ), et de m8mc pour Y. 
Pour unc encoil_‘“rurc do&e E, de volume II, il cst Aair que le k,ombre q(E) 
d’extensions lin6aircs de E n’est autre que le nomlrre de matrikes de numkroter 
de I 11 h les &6mcnts de E en respectant I’ordre partiel interne de E. Le numfro 
n nc peut alors &rc attribu6 qu’h I’un dcs &mcnts maximaux de E, c’eot+dirc B 
I’un de ceux dont la suppression transformc E et1 I’un de SW ant&%dents E’, II en 
rhulte quc 
v(E)= c cp(~‘), (7) 
cc qui exprimc aussi que cp(E) est le nombre de cheminemcnts de 0 h E dans E. 
La relation (7) permct de calculcr de prochc en pro&e les cp(E) de toutes les 
encoignurcs de volume rl si 
encoignurcs de volume II= I. 
de calcul “direct” de cp(E), 
pr&alable des cp(E’). 
I’on a pr~alablcment calcul6 ceux de toutes les 
Ce que nous donnerans ci-aprk c’est une formule 
c’est-h-dire qui nc rhkessite pas la connaissance 
5. Calcul dlrwt de cp (h ; X, Y) 
Appelons Z et J deux Gments quelconques de I’ensemble Y des II! permuta- 
tions de (1,2, . . . , h): 
I= (i, i2 l ’ ’ it,), J=(j, if - j,,!, 
et definissons p(Z, J) conlme igal ti 1 ou ii - 1 suivant que Z ou J sont ou non de 
meme parite. 
Introduisons en outre la notation abr6viative 
Fk(Z,J)= i (Xih -iA +yiA-jAj+k(2h-k+2). 
En particulier on vhifie aiskment que );r, iZ, .I) = iz quel que soit Ic -wouple de 
permutations (I, J). 
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Nous allons montrer quc l’on a a.lors 
cp(h; x9 w= 
tl! 
=[I; -, (X,+h--k-1)!(y~+h-k--1)! 
C p(l,~) fi (xi~-th-i,+~)%y;,)+~-~k+l)k. 
(I. .I It (!f,, )? k-l k 3 
R :marquons d’abord,. pour cela, qu’il s’agit d’une somme alternee 
tcrmcs, dont rertains sont 6ventuellement nuls. §i l’on fixe provisoirement 
pcut poser, pour alleger I’ecriture, 
4 =Xi,,+h-ik+lq 61=yik+h-jk+1, kE{1,2 ,..., h}. 
(a:a{ l **a,!)=A’. (6: bj * l l h;I)= B-c _ 
(9) 
11 sera egalement commode d’omettre les indices superieurs 1 ou J chaque fois 




a, =x1,+ 1, a,=x,,-,+2, . .., a,,=x,+h 
IY,=yf,+l, b,=y,, ,+2. . . . . b,,=y,+h. 
t t par consequent. puisque X et Y sont des suites de Young, 
EKa,<az<* l -<a,, et O<h,<h,<* l l <b,,. 
Notons quc la donnee du couple de suites (A, B) suffit ti d&ire I’encoignure 
(11: %L Y). 
/ --1, Gt. le numerateur du produit souligne au second membre de (8) peut 
s’w Ire, en vertu de (9). 
(a 1 ),(hj ),(a&(h& l l * (a~~l,(6;~~l,, 
et Ic fxtcur pht:ral du denominateur peut s’krire, toujours en vcrtu de (!I), 
F;(I,J)=u~+h:-(2h+2)+*‘~+d~--tbiI-(2hit;2)+k(212-k+2) 
=+a . *+a: +h{ +.I I .+hi .+“, 
II cn rd:sulte quc Ic produit souligne nest autrc yue &,(A’, B’), valcur prise par 
la t’rwtion r;rtionnelle ddfinic en ( 1) (Section 3) paw U,, = A’ et V,, = U? 
F.)us poscrons 
de (/I!)~ 
1 et J, on 
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ce qui permet d’ecrire (8) sous la forme equivalente 
Q(k x, y)= n! - %,(A, B) 
a,! b,! a2! b2! - l = a,,! bh! (11) 
11 reste a demontrer cette formule, ce que nous ferons par recurrence sur Ile 
volume n, apt% av,oir constate qu’elle est trivialement vraie pour y1 = I. 
6. Justification de la formule (11) 
Four passer de l’encoignure E = (h; X, Y) Zt une de ses anthckdentes E’, il est 
st.#s~nt de diminuer d’une unite l’un des entiers xi ou yj, et cela est meme 
nkessaire si l’une au moins des suites cle Young X et Y se compose de h entiers 
positifs. 
Supposons d’abord qu’il en soit bien ainsi pour E, ce qui revient a supposer que 
xj, + )‘I, > 0 ou a 1 + 6 1 > 2. Nous avons dit “l’un” des entiers, et non pas “l’un 
quelconque”; en effet X’ = X- li n’est une suite de Young antecedente de X que 
si, dans X, on a soit xi >Xi+lq soit i= h et xh >O. 
Mais si xi = Xi+,, cela veut dire, par suite de (9), que dans la suite A’ = 
(a: ai l l l a[) il existe deux entiers consecutifs, et cela quel que soit I E ZF’,,, done 
notamment que dans A on a, ak = ak _ 1 -t 1. Et si & = 0, cela veut dire que a 1 = 1. 
I1 en resulte que, chaque fois que l”on passera d’un couple de suites (A, B) 
decrivant une encoignure E au couple (A’, R’) forme en diminuant d’une unit5 
I’un quelconqtce des termes de A ou de B, on obtiendra soit un coupk (A’, B’) 
decrivant une encoignure E’ antkkdente de E, soit un couple (A’, B’) tel que 
%(A’, I?‘) = 0. En effet %(A’, B’), qui est, par suite de (lo), une fraction ration- 
nelle symetrique gauche des h variables A’ et des h variables B’, s’annule si 
ak-kak_I, ou si bk -- 1 = bk _ , , et s’annule aussi si a 1 - 1 ou 6, - 1 devient nul 
(car dans ce cas chacun des RI, dont il est la somme alter&e s’annule par suite de 
la definition (1) de R,), 
Par hypothitse de rkkurrence, le cakul de ~(h, X, Y) peut alors ;c conduire en 
remplacant le second membre de (7) par 
(n - I)! 
d, ib,! ’ ’ * ill, ! 
- f a@,,(A-l,,B)+ i b,@,(A,B-l,)]. 
bl, ! I. 1 - 1 I -- 1 
(12) 
Muis tout @$, est. cn vertu de (IO), la somme altern&z de (II!)* termes dont 
ChdiwI pcut Gtre trait4 par le lsmme (2). On obtient ainsi 
eompte tenu du fait quc F;, = n quels que seient I et J, et de ir, d$finitisn ( 10) de 
CR!,, (A, ES), an trouve bien ainsi le second rnemkre de la farmule ( 1 t ), yui est done 
&&lie sous 151 seule r&wve qw xl, et y,, ne soient pas tous dew wk. 
Reste a traiter le cas o\i x,, -= y,, = 0 ou al = b, = 1. Deux chases ont changees: 
(1) les antecedents de E = (h; X, Y) ne sont plus tous de la forme (h; X’, Yj ou 
(II : X, Y’); il y a un antecedent de plus, & savoir E(, = (h - 1; X, Y) (cf. Section 4). 
(2) le lcmme (2) n’est applicable que sous la forme (6). 
La somme des cp(h; X’, Y) pour X’ant. X et des <p(h; X, Y’) pour Y’ant. Y 
continue d%tre donnee par une expression analogue a (12), mais avec un i et un j 
qu’il suffit de faire varier de 2 B h: 
c Qfkx', y)+ c cp(h;X, Y’)= 
X’ illll. x Y’ lull. y 
(n - l)! _, 
a,!b,!*TI,,!b,,! 
aieEl,(A-l,,B)+ i b@,,(A,B-Ii)]* (13) 
i 2 
Si C’on applique cettc fois ia forme (6) du lemmc (2), le crochet ci-dessus 
devient cgal a 
C p([, &[&,,(A’, Bs’) - 6(A’, B,‘)] = @(A, B) - c /HI, WA’, B”). 
1 I. .I 1 (1.1) 
Quant 6 la somme alternee dcs @(A’, B-‘1, ek peut SC calculer en remont;mt h
la definition (5). En effet (S) peut s’ecrirc, comme on s’en assure aisement, 
fW,, VI,)= ~IUI 8 l l UI,Q,&, W;, Ir V;, 1) 
oil 
u:, I =(u,-ll.u~-l ,..., ur,-1) et v;, I * 
=(uy- 1, v-q-- 1,. . , , C’I, - 1). 
@(A ‘, f3.’ \ cst nul pour tous les couples (I, 1) tels que i I # h ou jl f 11; done 
sculcs vont intervenir dans la somme akernee les permutations I = hl’ et J = hJ’, 
avec I’ et J’ appartenwt a 9,, Ir On peut de ce fait ecrire 
c p(L JMA’, B-‘) = a,b, l l 9 a,,b,,%,, (A’, B’), 
(I. J 16 cr/;, C
A’=(a,-La,--l,..., o,,-1) et B’=(b~-I,b3--1 ,,.,, b,,-1). 
FInale~.nent (13) prend, aprks ouverture du crochet, la forme 
,~,;~~~Q(kX: Y)+ c <p&X, k”‘= 
i Y’ ant. Y 
n! @,(A, B) = (n - l)! %,z-l(A’, B’) 
a,! bl!. l l a,,! b,,!-(az- I)! l 9 0 (b;, - l)! ’ 
Mais la fraction qui se retranche au second membre ci-dessus n’est autre, par 
hypothese de recurrence, que cp(h - 1; X, Y)= Q(&); en la faisant repasser & 
gal:c rle on retombe bien sur la formule (1 l), qui c:st ainsi demontrke dans tous les 
Gas. 
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7. Exemple de caku.l 
Soit h calculer le cp de I’encoignure de la Fig. 1, c’est-i-dire <p(4; 3220; 2 100). 
On calcu~e imm~d~atement 
A=(l457) et B=(1246), 
A’ et BJ sont les permutations respectives. Xl y a en principe (!I!)~ ‘=I: 576 termes B 
calculer pour trouver %,&A, B), mais seules donnent des RI, (A’, I+‘) non nuls les 
permutations de A qui majorent (12 3 4) et les permutations de B qui majorent 
(1 2 3 4); il n’y a done que 2! 3! = 12 termes utiles. (Le fait est g&n&al: si X et Y 
0nt respe~tivement ff et /3 termes p~sitifs~ it n’y a que cy !@! termes ut~les ur lcs 
( h !)” term&. 
Comme G&&4, B) est une s~~rnrne de 12 fractions, if vaut mieux, pour n’avoir $ 
manier quc des entiers, distribuer sur chacune de c’es fractions le facteur initial de 
la formulc ( t 1). qui cst ici 
14! 
i!%-S!7! 1!2!4!6!’ 
Par cxemple le termc corrcspondant ti A’ =(l 74% et B*‘=(l 264) donnerij 
ainsi, apri:s si~n~li~cati~~n et regr~upement des fact~urs, 
w,, v9$ (II), (13), ---*-,-*~ 
O!O! SW! l! 3! l!O! ’ 
cc qui Gquivaut au produit des quatres trinomiaux 
Remarquons (il cst facile de s’as-,urer qu’il en est toujours ainsi) que la suite des 
~~e~~ers arguments du bas (0 5 1 1) est la dif%rence terme zi terme A’ - (I 2 3 4) 
et que la suite des deuxikmes arguments du bas (0 0 3 0) est la diff6rence terme 5 
Tabfeau 2 
1246 1234 
(0 0 1 2) (0 0 3 0) 
2YO 0. Knwcrus 
tcrme B*’ - ( 1 2 3 4). &ant aux troisihmes (ici 0 1 7 12). ils se d&erminent, aprks 
lc premier qui est toujours nv!, par le fait que chacun est la somme, augment&z de 
1. des trois arguments du has de son predQcesseur. 
Si I’on adoptc I’bcriturc trinamiale “canden&” 
on forme facilement le Tableau 2, ce qui danne num&iquement (on a omis 
ci-apres I@ premier facteur, &gal ici a 1 pour toutes les cases): 
+3 l 105 l 12870 -3 * 12609 286 
-3’ 630. 858 +3’ 11550’ 13 
-40 42 l 12870 +4. 504 l 286 
+4. 1260 l 78 -4.27720. 1 
+6. 720 858 -60 13200 13 
-6. 360. 78 +6. 7920. i =645192. 
II y a done 645 192 extensions lineaires de l’encoignure (4; 3220,210O). 
8. Cas particuliers 
(1) Cas oii Y=O. On a alors B=(12** l h), et la formule (11) se reduit 8 
oti Z ’ designe la somme alternee des h ! termes obtenue en permutant de toutes 
it5 1 ons possibles la suite A = (a, a2 l l l a,,). Cette somme C’ de h ! fractions 
ratmnnclles est en realite Cgale au polynome de Vandermonde nlei<jsh (ai - Ui); 
on peut fe montrer par recurrence sur h (c’est un petit exercice de calcul dont 
nous l&sons le soin au lecteur). II en resulte qlle i’on retombe sur la formule de 
Young rappelee au Section 1. 
(2) Gas air h = 1 (Fig. 2). 
X=(.x) et Y=(y) 




La formule (11) danne, apres simplification, le terme unique 
VI! (h +Mh + yh, (m - l)! 
(h+y)!(h+y)!‘la2* 9.a 
Z-m 
l (h-l)(x+y+h) x!y!(h-l)!’ 
nombre trinomial que la Fig. 2 rend evident. 
(3) Cas oti h = 2, auec X= (xx) et Y = (yy) (Fig. 3). On a 
A=(x+l,x+2) et B=(y+l,y+2). 
La formule (11) donne quatre 
denominateur, permettent d’ecrire 
Fig. 3. 
termes, qui, apres reduction au mSme 
Tableau 3 
y=o 1 2 3 4 5 
.X=0 I 2 5 14 42 132 
1 2 16 91 4.56 2145 
2 5 91 936 7425 
3 14 4.56 7425 
4 42 2145 
5 132 
Le Tableau 3 donne les valeurs numeriques correspondant B x + y s 5. 
L’enc~i~nure de la Fig. 3 a 7425 ex&nsions linbaires. 
(4) Gas oti _X = Y = lrl (n = 312). Cte cas a et6 trait6 dans [4] par une methode 
particukrc, assez compliqu&e; te r&&tat etait, avec les notations employ&s ici 
cp(h; Vt, I+= 
4” ’ (3ts)! 
Ih + l)! (2h + 1,1 
bf4) 
air le premier membre est !a somme afternee des ~~r~duits de tr~nomiau~ obtenus 
ti parlir dies 4”‘ ’ couples de ‘“suites tandard.‘” II serait inGressant de trouver une 
d~rn~ns~ra~~~n directe de cette identitk (IS). 
9. GO niralisation 
Le kmi-dikdre entier SB considM au Secliobl 1 peut 6tre appel6 G& si I’on 
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appelle Bd I’ensemble des points (x, x2 l l l xd) de Ndi-’ tels que 
( s-x&s-x2) l * l (s-x,)=(), 
s dhignant la somme x1 + x2 + l l l +&, et si hn ordonne ad par comparaison 
coordonnhe h coordonn6e. 11 est alors nature1 d’appeler d-encoignure tout id&al 
de cardinal fini n de %& ; une d-encoignure est un ensemble partiellement 
ordrnnh de dimension d + 1. On peut la noter 
E == (h; x’ x2, Lb., X”), 
oti chacun dcs X8 est une suite de Young (~7 $1 6 4 xi) ayant au plus h termes 
positifs, 
Tous les cakuls relatifs wx 2+wxAgnures (encoignures proprement diteg) se 
ghhlisent dans leur principe auk d=encoignuros, moyennant deter &xudiwe- 
menta d’dcriture qui font qus 16 d&ail An SWEI pats prCaentC ici, Par example le 
nombre. tottrl dc dancoignurea de cwdincrl ti W~EL pow fonetion @hMx 
cp qui danne au lemme (2) la forme &~dralisde 
et &entueIIcment, si M) = UT = * * * = u;’ = I, une forme analogue B (6L 
On d&xit la &encaignure par d suites telles que 
A’ = (a’;‘, a!, . . . , a”,) (6 = 1,2,. . . , d), 
cGfinies par 
moyennant quoi la formule (11) qui donne le nombre d’extensions h&k-es 
devient 
cp(h; xl,. . . , Xd) = 
n! 
B,JA’, . . . , Ad); 
n fil ai. 
Isis/t 
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B1, &signe, comme en (HI), une somme alternee de (h !)d termes, chacun d’eux 
etant une fonction de k suites dont la &i&me est une permutation arbitraire (de 
A”. 
Dans les cas numeriques il sera commode d’utiliser, comme pour les encoig- 
nures proprement dites (d = 2), une somme alternee de produits de h mul- 
tinomiaux, qui seront ici des (d + 1)-nomiaux. 
Le mode de calcul ainsi g&kralise peut etre illustre par un cas specialement 
simple: celui oii h = 2 et ou X* = (11) quel que soit 6, avec n = 2d + 2. On a alors 
toujours A’ = (23). 
Calculons un I$, correspondant a s remplacements de (23) par (32) (ce qui est 
possible de (t,‘) manieres et donne chaque fois le signe (-1)“); on trouve 
d’oti 
R (3.2)” l (2* 1 •302)~-’ 
II = (d+s+ 1)(2d+2) ’ 
(2d + 2)! (2d + l)! 
(2!)d(3!)d ‘I1 =2”(d t s + 1) 
et par consequent 
q =(2d+ I)! i (-‘)“(f) 
,=,,2"(d+s+ 1)’ 
(16) 
Cette derniere expression se simplifie encore grke a l’identite 
i (_*)“2d -s(23(d3 = 22d, 
g = I) 
dont le premier membre est !e coefficient de t” dans le developpement du produit 
(1+2t)‘“+‘(l+t) d ‘, comme on le voit par convolution; or il suffit de developper 
binomialern =nt le premier facteur mis sous la forme [(l + t) + t]‘“+’ pour s’assurer 
que ce coefficient est 




En faisant d = 2, on retrouve, comme il se don, la meme valeur numerique, a 
savoir 16, qu’en faisant h = 2 dans la formule (14). 
Ceci pourrait laisser croire que pour la a!-encoignure (II; l”, 1 “, . . . , 1”)~ a une 
expression mon8me g&r&ale assez simple, puisqu’il en est ainsi pour h = 1 ou 2 et 
d quelconque de meme que pour d = 1 ou 2 et h quelconque. Malheureusement 
lc cakul general montre que g(3; I’, l”, 1”) = 24444, qui fait apparaitre un 
facteut premier 97 incompatible avec toute fornule monome simple. 
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